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列車走行時の橋梁では列車質量の影響に伴い固有振動数が見かけ上低下する．しかしながら，その影響を実

橋計測データから実証的に検証した事例は見当たらない．本研究では列車走行時の橋梁の固有振動数の見かけ

上の低下を橋梁の実測加速度応答から評価するために，多変量自己回帰（VAR）モデルの VAR係数が時間と
ともに確率的に変動（Time varying）する TV-VARモデルを定式化し，さらに階層ベイズ法による未知パラ
メータ推計手法を構築する．数値計算事例と列車走行時の橋梁の実測加速度応答への適用により，1) 提案手法
が固有振動数の変化を精度よく評価できること，2) 列車走行時の橋梁では実際に固有振動数が見かけ上低下す
ること，3) その低下量は本研究の対象橋梁で平均 14%，最大 20%程度であることを明らかにした．
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1. はじめに

鉄道橋における列車走行時の共振現象は重要な工学

的課題の一つである．列車走行時の共振現象は多数連

結された車両による規則的加振周期と橋梁の固有振動

数が近接することで発生する1)−4)．鉄道構造物等設計

標準5),6)（以下，設計標準）においては共振の発生を避

ける目的で剛性の下限値を設けている．しかし，低剛

性桁など，設計標準の適用範囲外の橋梁の増加に伴い，

安全の確保を前提としつつも共振をある程度許容する

設計も提案されている7)．このとき，橋梁の固有振動数

を正確に把握することが重要となるが，列車走行時の

橋梁には列車質量が加わっているために橋梁の固有振

動数は見かけ上低下する（橋梁単体の固有振動数は変

化しない）．固有振動数の見かけ上の低下は共振が発生

する列車速度の低下を意味する．これまで，列車走行

中の橋梁の固有振動数の見かけ上の変化量を明らかに

するために，数値シミュレーションを利用した検討が

なされている1)．一方で，実橋梁での検証は以下で述べ

る分析上の問題によりほとんど実施されていない8),9)．

実橋梁で観測した時系列データから列車走行時の固

有振動数の見かけ上の低下を把握するためには，時系

列データを微小区間に分割し，それぞれの微小区間に

おける固有振動数を逐次同定することが必要となる．固

有振動数を含めた振動特性の同定手法はこれまでに数

多く提案されているが，いずれも対象としている時系

列データが数秒程度の時間的長さ（時間長）を有して

いることが前提となっている10)．特に周波数領域にお

ける同定手法11),12)では，時間長の不足は周波数分解能

の低下を招く．比較的短い時間長で分析する際には時

系列データに 0ベクトルを付加するなどの対処が不可

欠である13),14)．一方で，比較的短い時間長を対象する

場合には時間領域における同定手法が有効であること

が指摘されている15),16)．それでも列車の車軸通過ごと

に発生する固有振動数の見かけ上の変化を捉えるには，

さらに微小区間を対象とした同定手法の開発が必要で

ある17)．

一方で，時間領域での同定手法は経済分野で時系列解

析として知られ，近年，長足の進歩を遂げている18)−21)．

その 1つとしてモデルパラメータの時間的変化を許容

した時変係数モデルの開発があげられる21)．そこで本

研究では，時間領域における先端的手法である，多変量

自己回帰モデル（Vector Autoregressive Model：VAR）

のAR係数行列に時間的変化（Time-varying：TV）を

許容した TV-VARモデル20),21)に着目し，実測加速度

応答から固有振動数の見かけ上の変化の抽出を試みる．

また，TV-VARモデルは未知パラメータの数が膨大で

あるうえに，パラメータ間に階層性が存在することか

ら，その推計方法と，推計精度の確保が課題となる．本

研究ではTV-VARモデルをベイズ統計学の枠組みで捉

える．これにより，未知パラメータを確率分布として

推計し，その分布の統計量からパラメータの値を決定

するために，一般的な最適解の点推定で問題となる局
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所解の存在や初期値依存性，推計過程の発散といった

問題を回避することが可能である．さらに本研究では

パラメータの分布の設定を工夫することで推計効率の

向上を図るとともに，パラメータの階層性を考慮可能

な階層ベイズ推計法を構築する．

以下，2.でVARモデルを，3.でVARモデルのAR

係数行列が時間的に変化するTV-VARモデルを定式化

する．4.ではTV-VARモデルの未知パラメータ推計法

として階層ベイズ推計について説明する．さらに，5.

で数値計算への適用事例を，6.で実橋梁への適用事例

をそれぞれ示す．

2. 構造物の動的応答と時系列モデル

(1) 運動方程式とVARモデル

物理空間座標におけるN 自由度離散系の構造物の運

動方程式は，

Mÿ(t) +Cẏ(t) +Ky(t) = f(t)

(t = 1, · · · , T ) (1)

と定義できる．式中，Mは質量行列，Cは減衰行列，

Kは剛性行列であり，それぞれN ×N 次元の正方行列
である．また，y(t) = [y1(t), y2(t), · · · , yN (t)]T，f(t) =

[f1(t), f2(t), · · · , fN (t)]T はN 次元の変位ベクトルと外

力ベクトルを，右上の添え字 T は転置をそれぞれ表す．

さらに，式中の T は対象時間長を表す．ここで，運動

方程式の初期条件が 0であると仮定すると，ラプラス

変換により，

(s2M+ sC+K)Y(s) = F(s) (2)

と表される．また，

Y(s) = H(s) · F(s) (3)

である．なお，伝達関数Hは，

H(s) =
1

s2M+ sC+K
(4)

と定義できる．いま，式 (4)の伝達関数Hに着目する．

対象構造物が固有モードを有する場合，式 (4)は分母

が 0となる極を有する（固有モードは伝達関数に見ら

れるピーク成分を意味し，振動特性と区別して用いて

いる）．ある 1つの固有モードに対して存在する 1組の

極に着目すれば，因数分解により，

H(s) =
1

(sI+U)(sI+U∗)

=
Q

(sI+U)
− Q∗

(sI+U∗)
(5)

と変形できる．なお，I(N×N) は単位行列，
∗ は複素共

役をそれぞれ表す．また，U(N×N) と Q(N×N) はM，

C，Kの各要素より算出される．式 (5)をラプラス逆変

換することで，

hc(t) = Q · exp(Ut)−Q∗ · exp(U∗t) (6)

を得る．hcは時間領域におけるインパルス応答であり，

連続時間の関数となっている．実際の観測応答は∆時

間ごとの観測値の系列であることから，t = m∆とす

ると，離散時間系におけるインパルス応答は，

h(m) = ∆[Q · exp(Um∆)−Q∗ · exp(U∗m∆)] (7)

(m = 1, · · · ,M)

となる．なお，M は対象時間内の総サンプル数を表す．

さらに，式 (7)を Z変換すると，

H(z) =
∞∑

m=−∞
h(m)z−m

=
∞∑
m=0

∆{Qexp(Um∆)z−m −Q∗exp(U∗m∆)z−m}

= ∆

{
Q

I− exp(U∆)z−1
− Q∗

I− exp(U∗∆)z−1

}
=

{
∆(Q−Q∗) +

∆Qexp(U∆)−Q∗exp(U∗∆)

z

}
·
{
I− exp(U∆)+exp(U∗∆)

z
+
exp(U∆+U∗∆)

z2

}−1

=
B̃0 + B̃1z

−1

I+ Ã1z−1 + Ã2z−2
(8)

と導出できる．なお，

B̃0 = ∆(Q−Q∗) (9a)

B̃1 = ∆ {Qexp(U∆)−Q∗exp(U∗∆)} (9b)

Ã1 = −exp(U∆)− exp(U∗∆) (9c)

Ã2 = exp(U∆+U∗∆) (9d)

である．一方で，式 (1)を直接 Z変換した場合には，

Y(z) = H(z) · F(z) (10)

の関係式が得られる22),23)．式 (10)に式 (8)を代入す

ると，

(I+ Ã1z
−1 + Ã2z

−2)Y(z) = (B̃0 + B̃1z
−1)F(z)

(11)

となる．さらに，Z座標系で表現された式 (11)を逆 Z

変換で離散時間系に戻すことにより，N 自由度離散系

の構造物の 1つの固有モードの応答は，

y(m) + Ã1y(m− 1) + Ã2y(m− 2) =

B̃0f(m) + B̃1f(m− 1) (12)

とVARMA（Vector AutoRegressive Moving Average）

モデルとして表現できる．上記のモデルの Ãを AR係

数行列，B̃をMA係数行列と呼ぶ．なお，N 自由度離

散系の構造物の複数の固有モードに着目した場合にも，

同様の導出手順によりVARMAモデルで表現すること

が可能である．このとき，式 (5)は固有モードの数に対

応した数の極を有するために，最終的な VARMAモデ

ルの次数が増加する．
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VARMAモデルは無限次元の VARモデルと等価で

あることを踏まえ15),24)，本研究では p次元の VARモ

デルによりこれを近似する．これにより，N 自由度離

散系の構造物の応答は，

y(m) =

p∑
j=1

Ajy(m− j) + ε′(m) (13)

と表現される．また，ε′(m) (N×1) は，N (ȳ,Σε)に従

う白色雑音である．さらに，N (ȳ,Σε)は平均ベクトル

が ȳ (N×1)，分散共分散行列がΣε (N×N) の N 次元ガ

ウス分布を表す．一般的には，ȳ を a0 とし，y′(n) =

y(n)− a0 を用いて，

y′(m) = a0 +

p∑
j=1

Ajy
′(m− j) + ε(m) (14)

と表される．このとき，ε(m) (N×1)は，N (0,Σε)に従

う白色雑音である．

(2) VARモデルと構造物の振動特性

式 (13) の下で再び Z 変換により伝達関数を算出す

ると，

H(z) =
1

I−
∑p
j=1 Ajz−j

(15)

となる．構造物の固有モードは伝達関数のピーク成分

を意味することから，

det

I−
p∑
j=1

Ajz
−j

 = 0 (16)

を満足する．これは，新たに定義する行列Φ(Np×Np)，

Φ =



A1 A2 · · · Ap

I 0 · · · 0

0 I · · · 0

. . .
. . .

I 0


(17)

の固有値 λ(Np×1) を計算することと等価である．固有

値 λは

det(Iλ−Φ) = 0 (18)

により算出することができる．対象とする構造物の固

有振動数 γ とモード減衰比 ζ は，λを用いて以下の式

によりそれぞれ導出できる22)−24)．

γ =
1

2π∆

√
{Re(ln λ)}2 + {Im(ln λ)}2 (19)

ζ =
−Re(ln λ)√

{Re(ln λ)}2 + {Im(ln λ)}2
(20)

なお，Reおよび Imは複素数の実部，および虚部をそ

れぞれ表す．さらに，i次の固有値 λi に対応した振動

モード形 qi (N×1) は，

(Iλpi −A1λ
p−1
i − · · · −Ap−1λi −Ap)qi = 0

(21)

より導出できる．このように，構造物の固有振動数や

モード減衰比，振動モード形といった振動特性はAR係

数行列より算出できるために，振動特性の同定問題は

AR係数行列の推計問題に帰着する．VARモデルの推

計手法についての詳細は文献25),26)を参照されたい．

3. TV-VARモデル

(1) パラメータの時間的変化

AR係数行列の時間的変化を許容する TV-VARモデ

ルのモデル化に先立ち，VARモデル（式 (14)）を，

y′(m) = Z(m)α+ ε(m) (22)

と再定義する．ε(m) (N×1)は，N (0,Σε)に従う白色雑

音である．なお，

α =


α1

...

αN


(kN×1)

(23)

Z(m) =


z1(m) 0 · · · 0

0 z2(m) · · ·
...

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 zN (m)


(N×kN)

(24)

であり，各要素はそれぞれ，

αn = [a0(n),A1(1, n),

· · · ,A1(N,n),A2(1, n), · · · ,Ap(N,n)]
T (25)

zn(m) = [1,yT (m− 1), · · · ,yT (m− p)]T (26)

である．また，k = 1 +Npである．式 (22)より VAR

モデルが回帰モデルとして表現できることがわかる．

ここで列車の走行とともに橋梁の固有振動数が見か

け上変化することを考える．2.(2)で説明したように時

系列の周波数情報はすべて AR係数行列に集約されて

いる．さらに式 (22)ではこれらの情報はすべて αで表

される．すなわち，振動数が見かけ上変化することを

表現するためには，

α = α(m) (27)

と拡張すればよい．このとき，未知パラメータの数は

AR係数行列だけでも kNM ≃ pN2M 個となり，それ

らをNM 個のデータから推計することは明らかに過剰

なモデリングとなってしまう．そこで，列車走行時の

見かけ上の固有振動数の時間関数が連続となることを

考慮して，各離散時点mにおける AR係数行列を収納

した未知パラメータベクトル α(m)に対して以下に示

すランダムウォーク過程を導入する．

α(m) = α(m− 1) + u(m) (28)
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ただし，u(m) (N×1) は，N (0,Σu)に従う白色雑音で

ある．これは，離散時点mの未知パラメータベクトル

α(m)が 1期前の離散時点 m − 1の未知パラメータベ

クトル α(m− 1)に依存して確率的に変化することを表

している．確率的な変化の度合い（歩幅）はN (0,Σu)

に従う．列車走行に伴う固有振動数の見かけ上の変化

量は，理論的には列車の各車軸の進入から橋梁中央通

過時にかけて徐々に増加し，逆に各車軸の退出にかけ

て徐々に減少する．したがって，式 (28)に従うランダ

ムウォーク過程に基づき，α(m)を状態変数と考え推計

することにより見かけ上の固有振動数の変化を表現可

能であると考えられる．

以上より，TV-VARモデルは式 (28)および，

y′(m) = Z(m)α(m) + ε(m) (29)

として定式化される．TV-VARモデルを状態空間モデ

ルと考えた場合，式 (29)が観測モデル，式 (28)が状態

モデルである．また階層モデルと考えた場合，式 (28)

がパラメータの事前分布となる．なお，2つの任意の離

散時点 s，mにおいて ε(s)と u(m)は独立であること

に留意されたい．

(2) TV-VARモデルと構造物の振動特性

TV-VARモデルを推計することにより，すべての離

散時間 (m = 1, · · · ,M) で VAR 係数行列 Aj,m(j =

1, · · · , p)をそれぞれ得ることができる．このとき，離
散時点mにおける構造物の固有モードは VARモデル

の場合と同様に，行列Φ(m)(Np×Np)，

Φ(m)=



A1,m A2,m · · · Ap,m

I 0 · · · 0

0 I · · · 0

. . .
. . .

I 0


(30)

により計算することができる．なお，離散時間mの固

有値 λ(m)は

det(Iλ(m)−Φ(m)) = 0 (31)

を満たす値である．また，離散時点mにおける構造物

の固有振動数 γ(m)とモード減衰比 ζ(m)は，λ(m)を

用いて以下のようにそれぞれ導出できる．

γ(m)=
1

2π∆

√
{Re(lnλ(m))}2+{Im(lnλ(m))}2 (32)

ζ(m)=
−Re(ln λ(m))√

{Re(ln λ(m))}2 + {Im(ln λ(m))}2
(33)

さらに，i次の固有値 λi(m)に対応した振動モード形

qi(m) (N×1) は，

(Iλi(m)p −A1,mλi(m)p−1 − · · ·

−Ap−1,mλi(m)−Ap,m)qi(m) = 0 (34)

より導出できる．このように，TV-VARモデルから離

散時点mにおける構造物の固有振動数やモード減衰比，

振動モード形がそれぞれ導出される．本研究では各離

散時点におけるこれらの特性値を，瞬間固有振動数，瞬

間モード減衰比，瞬間振動モード形と呼称する．なお，

TV-VARモデルではこれらの振動特性に加え，以下の

式により離散時点mにおける計測点 na の瞬間パワー

スペクトル，および計測点 na と計測点 nb の瞬間伝達

関数を算出することが可能である15)．

Pna(f,m) =
Σε(na, na)

Υ(na)2
(35)

Hna,nb(f,m) =
Σε(na, nb)

Υ(na)Υ(nb)
(36)

Υ(n) =

∣∣∣∣∣∣1−
p∑
j=1

Aj,m(n, n)exp(−2πijf)

∣∣∣∣∣∣ (37)

なお，Σε(na, nb)は誤差項の分散共分散行列の na行 nb

番目の要素を，Aj,m(n, n)は時点mにおけるAR係数行

列のn行n列の要素をそれぞれ表す．また，−1/(2∆) ≤
f ≤ 1/(2∆)である．

4. 階層ベイズ推計

(1) ベイズ推計と事前分布の階層化

本研究では式 (28)，および式 (29) で表される TV-

VARモデルを階層ベイズ推計する．未知パラメータを

確率分布として扱うベイズ推計の適用により推計値の

信頼区間についても議論が可能となる．特に，TV-VAR

モデルのように未知パラメータが非常に多い場合には，

カルマンフィルターを始めとする逐次推計手法を利用

したとしてもいくつかの未知パラメータは最尤法を基

本とした数値最適化を必要とする27)．このとき，尤度

関数が複数峰となるような場合には局所解へ収束した

り，発散してしまうことも少なくない．これに対して

グリッドサーチといった，よりグローバルな最適解の

探索手法も検討されている28)．一方で，ベイズ推計の

枠組みにおいては，これらの尤度関数の特徴を踏まえ

た未知パラメータの確率分布が推計可能である29)．さ

らに，正規分布を基本としたTV-VARモデルは後で述

べるように，各パラメータに対して共役な確率分布が

存在するために，理論的に簡潔な形となる上，効率よ

く推計を行うことが可能となる30),31)．

一般的なベイズ推計手法では，未知パラメータの事

前情報である事前分布と，観測情報 Ξに基づいて定義

される尤度関数を用いて，未知パラメータを事後分布

と呼ばれる確率分布として推計する．いま，尤度関数を

L(Ξ|θ)と表す．ここで，θ = (α(1), · · · , α(M),Σε,Σu)

は未知パラメータ集合を表す．さらに，θが確率変数で，

事前確率密度関数 π(θ)に従うと仮定する．時系列デー
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タ Ξが与件であるとき，未知パラメータベクトル θの

同時事後確率密度関数 π(θ|Ξ)はベイズの定理により，

π(θ|Ξ) =
L(Ξ|θ)π(θ)∫

Θ
L(Ξ|θ)π(θ)dθ

(38)

と表すことができる．ただし，Θはパラメータ空間で

ある．このとき，式 (38)右辺の分母は基準化定数であ

ることから，同時事後確率密度関数 π(θ|Ξ)は，

π(θ|Ξ) ∝ L(Ξ|θ)π(θ) (39)

となる．さらに，事前確率密度関数 π(θ)は，

π(θ) = π(α(1), · · · , α(M),Σε,Σu)

= π(Σε)π(α(1), · · · , α(M)|Σu)π(Σu)

= π(Σε)
M∏
m=1

π(α(m)|α(m− 1),Σu)

·π(α(0))π(Σu) (40)

と展開される．式 (40)では事前確率密度関数のパラメー

タがさらに別の事前確率密度関数となっているような

階層構造として表現されていることがわかる．事前確

率密度関数が階層構造を有するモデルは階層ベイズモ

デルと呼称される．さらに，未知パラメータ間の階層性

を階層ベイズモデルとして捉え，すべてのパラメータ

を一括して推計する手法は階層ベイズ推計と総称され

る32),33)．TV-VARモデルが通常の階層ベイズモデル

と異なるのは，ある離散時点mにおける未知パラメー

タベクトル α(m)の事前確率密度関数が 1期前の離散

時点m− 1の未知パラメータベクトル α(m− 1)に依存

するだけでなく，時間を通じた共通の未知パラメータ

（ここではΣu）に対しても階層化されている点にある．

(2) 事後確率密度関数の定式化

事後確率密度関数は式 (39) で示されるように，尤

度関数 L(Ξ|θ)と事前確率密度関数 π(θ)により構成さ

れる．まず，尤度関数 L(Ξ|θ) に着目する．未知パラ
メータ θ = [α(1), · · · , α(M),Σε,Σu]

T がある値 θ̃ =

[α̃(1), · · · , α̃(M), Σ̃ε, Σ̃u]
T で与えられたときに多変量

時系列データΞが観測される同時生起確率（尤度）は，

L(Ξ|θ) =
M∏
m=1

 1

(
√
2π)N

√
|Σ̃ε|

·exp

(
(y′(m)− ỹ′(m))T Σ̃−1

ε (y′(m)− ỹ′(m))

2

)}
(41)

であり，平均ベクトル ỹ′(m)，分散共分散行列 Σ̃εの多

変量正規分布に基づいて具体化される．なお，

ỹ′(m) = Z(m)α̃(m) (42)

である．

つぎに事前確率密度関数を具体化する．まず，式 (41)

中の多変量正規分布の平均ベクトル ỹ′(m)の事前確率

密度関数は，ỹ′(m)と Σε が独立であると仮定すると，

3.(1)で述べた式 (28)より，

α(m) ∼ N (α(m− 1),Σu) (43)

となる．式 (43)は共役事前分布である．さらに式 (41)

で示される多変量正規分布の分散共分散行列 Σ̃ε につ

いても共役事前分布が存在し，以下のように事前確率

密度関数を設定することができる．

Σε ∼ IW(Σε0, νε0, N) (44)

なお，IWで示す逆ウィシャート分布は，ウィシャート
分布Wの逆数が従う分布である．N 個の確率変数が従
う自由度 ν0，分散共分散行列 Σ0 のウィシャート分布

の確率密度関数は，

W(Σ−1|Σ0, ν0, N) =

Ψ|Σ|
ν0−N−1

2 exp

{
−Tr(Σ−1

0 Σ−1)

2

}
(45)

と定義される．また，

Ψ−1 = 2
Nν0
2 π

N(N−1)
4 |Σ0|

N
2

N∏
n=1

Γ

(
ν0 − n+ 1

2

)
(46)

である．なお，式 (45)中の Tr(·)は行列のトレースを，
式 (46)中の Γ(·)はガンマ関数をそれぞれ表す．観測値
と推計値に関する分散共分散行列 Σ̃ε と同様に式 (43)

の離散時点mと離散時点m− 1に関する分散共分散行

列 Σ̃u に対しても，共役事前確率密度関数として，逆

ウィシャート分布，

Σu ∼ IW(Σu0, νu0, N) (47)

を設定する．

以上までで設定した尤度（式 (41)）と事前確率密

度関数（式 (43)，式 (44)，式 (47)）を式 (39) に代

入することにより同時事後確率密度関数 π(θ|Ξ) =

π(α(1), · · · , α(M),Σε,Σu|y′(1), · · · ,y′(M)) を定義す

ることができる．一方で同時事後確率密度関数 π(θ|Ξ)

は式 (38)右辺の多重積分を解析的に解くことが困難で

あることから，以下で述べる数値的解法を採用する必

要がある．

(3) 条件付き事後確率密度関数の定式化

同時事後確率密度関数が直接算出できない場合に，数

値計算によりこれを近似する確率密度関数を得る方法

として MCMC（Markov chain Monte Carlo）法があ

る19)．特に，複数の条件付き事後確率密度関数から数

値的に同時事後確率密度関数を求める方法としてギブ

ス法が有名であり，本研究でもギブス法を適用する．ギ

ブス法では順番，もしくはランダムに選択した各未知

パラメータに関する条件付き事後確率密度関数からの

乱数発生を繰り返す．これをギブスサンプリングと呼
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ぶ．ギブスサンプリングに必要となる各未知パラメー

タの条件付き事後確率密度関数の算出に先立ち，以下の

表記法を導入しておく．未知パラメータベクトル α(m)

をまとめて Λ = [α(1), · · · , α(M)] とし，Λ から任意

の未知パラメータベクトル α(m)を削除した部分集合

[α(1), · · · , α(m− 1), α(m+1), · · · , α(M)]をΛ−mと表

記する．

まず，任意の離散時点mにおける未知パラメータベ

クトル α(m)の条件付き事後確率密度関数を定式化す

る．単純に考えれば，未知パラメータベクトル α(m)に

関する他のすべてのパラメータの条件付き事後確率密

度関数（全条件付き事後確率密度関数）をベイズの定

理より，

π(α(m)|Λ−m,Σε,Σu,Ξ)

∝ L(y′(m)|α(m)) · π(α(m)|α(m− 1),Σu) (48)

とし，式 (48)から乱数を抽出することで条件付き事後

確率密度関数を算出することができる．このとき，α(m)

の条件付き事後分布を算出するためには，式 (43)の関

係より α(m− 1)が必要となる．これはm = 1, · · · ,M
について同様であるために，具体的には α(m− 1)を既

知としてm = 1から順にm = M まで α(m)をサンプ

リングしていくことになる．この方法はシングルムー

ブサンプラーと呼ばれる19)．一方で，本研究で取り扱

うような多変量時系列にシングルムーブサンプラーを

適用した場合，非常に多くのサンプリング数が必要と

なることが指摘されている34)．これは，上述のように

α(m)が α(m− 1)に関してマルコフ性を有しているた

めにmが大きくなるに従い影響を及ぼす未知パラメー

タの数が急速に増加することに起因する．

この問題への解決策として，de Jong and

Shephard35)，および Durbin and Koopman21)は

以下に述べるシミュレーション・スムーザーを提案

している．シミュレーション・スムーザーは条件付き

事後確率として π(α(m)|Λ−m,Σε,Σu,Ξ) の代わりに

π(α(m)|Σε,Σu,Ξ) を活用するための方法である．ま

ず，α(1) = 0，P(1) = Σεとしたときのm = 1, · · · ,M
に対するフィルタリングの結果として，

e(m) = y′(m)− Z(m)α(m) (49a)

D(m) = Z(m)P(m)ZT (m) (49b)

L(m) = P(m)ZT (m)D−1(m) (49c)

α(m+ 1) = α(m) + L(m)e(m) (49d)

P(m+ 1) = P(m)(I− L(m)Z(m)) +Σu (49e)

を得る．つぎに，この結果を利用し，R(M) = 0，

r(M) = 0 としたときの m = M − 1, · · · , 1 のスムー
ジングの結果として，

J(m) = Σu −ΣuR(m)ΣT
u (50a)

c(m) ∼ N (0,J(m)) (50b)

V(m) = ΣuR(m)(I− L(m)Z(m)) (50c)

r(m− 1) = ZT (m)D−1(m)e(m)

+(I− L(m)Z(m))r(m)

−VT (m)J−1(m)c(m) (50d)

R(m− 1) = ZT (m)D−1(m)Z(m)

+(I− L(m)Z(m))2R(m)

−VT (m)J−1(m)V(m) (50e)

を得ることができる．これにより，式 (28)で離散時間

m = 1, · · · ,M を通じて一様な確率変数として定義され
たランダムウォークの歩幅 uに対して，各離散時点m

での実現値 η(m)をそれぞれ独立に考えることが可能と

なる．このとき，未知パラメータベクトル α(m)に関す

る他のすべてのパラメータの条件付き事後確率密度関

数（全条件付き事後確率密度関数）は

π(α(m)|Λ−m,Σε,Σu,Ξ)

= π(α(m− 1) + η(m)|Λ−m,Σε,Σu,Ξ)

= π(η(m)|Σε,Σu,Ξ) + α(m− 1) (51)

と変換できる．なお，

η(m) = Σur(m) + c(m) (52)

である．したがって，

π(α(m)|Λ−m,Σε,Σu,Ξ)

∝ N (α(m)|α(m− 1) +Σur(m),J(m)) (53)

として条件付き事後確率密度関数を導出できる．

つぎに，Σεに関する全条件付き事後確率密度関数は

同じくベイズの定理より，

π(Σε|Λ,Σu,Ξ)

∝ L(y′(m)|Σε) · π(Σε)

∝ |Σε|
νε1−N−1

2 exp

{
−Tr(Σ−1

ε1 Σ
−1
ε )

2

}−1

∝ IW(Σε|Σε1, νε1, N) (54)

と導出される．なお，

Σε1 = Σε0 +
M∑
m=1

(y′(m)−Z(m)α(m))(y′(m)−Z(m)α(m))T (55a)

νε1 =M + νε0 (55b)

である．Σε の全条件付き事後確率密度関数（式 (54)）

は事前確率密度関数と同様に逆ウィシャート分布とな

る．最後に，Σuに関する全条件付き事後確率密度関数

を以下に導出する．

π(Σu|Λ,Σε,Ξ)

∝ L(Λ(m)|Σu) · π(Σu)
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∝ |Σu|
νu1−N−1

2 exp

{
−Tr(Σ−1

u1Σ
−1
u )

2

}−1

∝ IW(Σu|Σu1, νu1, N) (56)

なお，

Σu1 = Σu0 +
M∑
m=1

(α(m)− α(m− 1))(α(m)− α(m− 1))T(57a)

νu1 =M + νu0 (57b)

である．

(4) ギブスサンプリング

式 (39)の同時事後確率密度関数は式 (53)，式 (54)，

式 (56)の各条件付き事後確率密度関数を用いたギブス

サンプリングにより数値的に算出することが可能であ

る．具体的なギブスサンプリングの手順を以下にまと

める．

ステップ1　事前分布のパラメータ値α(0)，Σu0，νu0，

Σε0，νε0を設定する．事前分布のパラメータ値の

影響は観測時系列が比較的長い場合には極めて限

定的となる．また，α(0)やΣε0，νε0は観測時系列

の最初の数パーセントを利用してVARモデルによ

り推計した値を用いることで，その影響をさらに

小さくすることができる．

ステップ 2-1　サンプリング回数 sの未知パラメータ

集合 θの部分集合Λ(s) を次のように発生させる．

α(s)(1) を π(α(1)|Λ(s−1)
−1 ,Σ

(s−1)
ε ,Σ

(s−1)
u ,Ξ) から

ランダムサンプリングする．

α(s)(2) を π(α(2)|Λ(s−1)
−2 ,Σ

(s−1)
ε ,Σ

(s−1)
u ,Ξ) から

ランダムサンプリングする．

　 · · ·
α(s)(M) を π(α(M)|Λ(s−1)

−M ,Σ
(s−1)
ε ,Σ

(s−1)
u ,Ξ) か

らランダムサンプリングする．

ステップ 2-2　サンプリング回数 sの未知パラメータ

の部分集合Σ
(s)
ε を π(Σε|Λ(s),Σ

(s−1)
u ,Ξ)からラン

ダムサンプリングする．

ステップ 2-3　サンプリング回数 sの未知パラメータ

の部分集合 Σ
(s)
u を π(Σu|Λ(s),Σ

(s)
ε ,Ξ) からラン

ダムサンプリングする．

ステップ3　十分大きな sに対して s > sならば θ(s) =

(Λ(s),Σ
(s)
ε ,Σ

(s)
u )を記録する．

ステップ 4　 s = s̄ならば計算を終了する．s < s̄な

らば s = s+ 1としステップ 2へ戻る．

以上のギブスサンプリングにおいて，推移核を

Ø(θ(s− 1), θ(s)|Ξ)

=

M∏
m=1

π(α(s)(m)|Λ(s−1)
−m ,Σ(s−1)

ε ,Σ(s−1)
u ,Ξ)

·π(Σ(s)
ε |Λ(s),Σ(s−1)

u ,Ξ)π(Σs
u|Λ(s),Σ(s)

ε ,Ξ)

(58)

と定義する．このとき，θ(s) (s = 0, 1, · · ·) は推移核
Ø(θ(s−1), θ(s)|Ξ)を持つマルコフ連鎖を形成する．さ

らに，このマルコフ連鎖の定常状態を π(θ|Ξ)と表す．

十分大きな sに対して，このようなマルコフ連鎖が定常

状態に達していると考えれば，ギブスサンプリングに

よる θ(s = s+1, s+2, · · · , s̄)のサンプリングは式 (39)

に示した同時事後確率密度関数 π(θ|Ξ)からのサンプリ

ングと等しくなる．したがって，ギブスサンプリングに

よって得られるこれらの標本 θ(s = s+ 1, s+ 2, · · · , s̄)
を用いて，パラメータ集合 θ = (Λ,Σε,Σu)に関する同

時事後確率密度関数の統計量を計算することも可能と

なる．

(5) 事後分布に関する統計量

ギブスサンプリングによって得られた標本に基づい

て，パラメータ集合 θ = (Λ,Σε,Σu)に関する統計的性

質を分析することで推計値としての評価が可能となる．

いま，MCMC法により得られた標本を，

θv(s) = vec(θ(s))

= [θ
(s)
1 , θ

(s)
2 , · · · , θ(s)Kθ ]

T

= [vec(Λ(s))T , vec(Σ(s)
ε )T , vec(Σ(s)

u )T ]T (59)

　 (s = 1, · · · , s)

と表すこととする．なお，Kθ = (2+pM)N2+MN で

あるとともに，vec(A)はM ×N 行列AをMN ×1ベ

クトルへと変換するベクトル化操作を表す．このうち，

最初の s個を事後分布への収束過程からの標本と考え，

標本集合から除去する．その上で，パラメータの標本

添字集合をM = {s+1, · · · , s)と定義する．このとき，
パラメータ θv の同時確率分布関数 G(θv)は

G(θv) =
#(θ

(s)
v ≤ θv, s ∈ M)

s− s
(60)

と表すことができる．ただし，#(θ
(s)
v ≤ θv, s ∈ M)は

論理式 θ
(s)
v ≤ θv, s ∈ Mが成立するサンプルの総数で

ある．また，パラメータ θv の事後分布の期待値ベクト

ル ξ̃θv，分散共分散行列 Σ̂θv は，それぞれ

ξ̂θv = (ξ̂θ1 , · · · , ξ̃θKθ )
T

=
( s∑
s=s+1

θ
(s)
1

s− s
, · · · ,

s∑
s=s+1

θ
(s)
Kθ

s− s

)T
(61a)

Σ̂θv =


σ̂2
θ1

· · · σ̂θ1θKθ
...

. . .
...

σ̂θKθ θ1 · · · σ̂2
θKθ

 (61b)

と表される．ただし，

σ̂2(θkθ ) =

s∑
s=s+1

{θ(s)kθ − ξ̂(θkθ )}2

s− s
(62a)
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σ̂(θkθθlθ )

=
s∑

s=s+1

{θ(s)kθ − ξ̃(θkθ )}{θ
(s)
lθ

− ξ̃(θlθ )}
s− s

(62b)

である．また，ギブスサンプリングによる標本を用いて，

パラメータ θvの信用区間を定義できる．100(1−2κ)%信

用区間は，標本順序統計量 (θκkθ , θ
κ

kθ
) (kθ = 1, · · · ,Kθ)

θκkθ = argmax
θ∗
kθ{

#(θ
(s)
kθ

≤ θ∗kθ , s ∈ M)

s− s
≤ κ

}
(63a)

θ
κ

kθ
= argmin

θ∗∗
kθ{

#(θ
(s)
kθ

≥ θ∗∗kθ , s ∈ M)

s− s
≤ κ

}
(63b)

を用いて θκkθ < θkθ < θ
κ

kθ
と定義できる．

MCMC法では，初期パラメータ値 θv(0)が不変分布

である事後分布からの標本である保証はない．ギブス

サンプリングで発生させた s個のサンプルのうち，最初

の s個の標本 θ
(0)
v (s = 1, · · · , s)を事後分布に収束する

過程（バーンイン）からのサンプリングと考える．その

上で，第 s+1回以降の標本をとりあげる．s+1以降の

標本が，不変分布である事後分布からの標本であるか

どうかをGewekeの方法36)を用いて仮説検定を試みる．

いま，パラメータのギブス標本 θ
(s)
v (s = s + 1, · · · , s)

の中から，最初の s1 個と最後の s2 個のデータをとり

あげる．Gewekeは，s1 = 0.1(s− s), s2 = 0.5(s− s)を
推奨している36)．このとき，パラメータ θkθ の不変分

布への収束を判断するための Geweke検定統計量は，

Zθkθ =
1θ̄kθ − 2θ̄kθ√

ν21(θkθ ) + ν22(θkθ )
∼ N (0, 1) (64)

1θ̄kθ =

∑s+s1
k=s+1 θ

(k)
kθ

s1
2θ̄kθ =

∑s
k=s−s2+1 θ

(k)
kθ

s2

ν21(θkθ ) =
2πf̂1θkθ

(0)

s1
ν22(θkθ ) =

2πf̂2θkθ
(0)

s2

と定義できる．ただし，f lθkθ
(x) (l = 1, 2)はスペクト

ル密度関数であり，2πf lθkθ
(0)の推計値は

2πf̂ lθkθ
(0) = lω̂0 + 2

q∑
q0=1

w(q0, q)lω̂
i
m (65)

1ω̂0 = s−1
1

s+s1∑
g=s+1

(θ
(g)
kθ

− 1θ̄kθ )
2

2ω̂0 = s−1
2

s∑
g=s−s2+1

(θgkθ − 2θ̄kθ )
2

1ω̂
i
m = s−1

1

s+s1∑
g=s+q0+1

(αi,gm − 1θ̄kθ )(θ
(g−q0)
kθ

− 1θ̄kθ )

2ω̂
i
m = s−1

2

s∑
g=s−s2+q0+1

(θgkθ − 2θ̄kθ )(θ
(g−q0)
kθ

− 2θ̄kθ )

w(q0, q) = 1− q0
q + 1

として求まる37),38)．qはスペクトル密度の近似度を表

すパラメータであるが，Gewekeに従って 20を採用す

る36)．ここで，θkθ の不変分布への収束性に関する帰無

仮説H0 と対立仮説H1 を{
H0 : |Zθkθ | ≤ zψ/2

H1 : |Zθkθ | > zψ/2
(66)

と設定する．ただし，zψ/2 は帰無仮説を棄却するため

の臨界的な値である．有意水準 ψ%で帰無仮説を仮説

検定する場合，zψ/2 は ψ/2% = 1 − Φzψ/2 を満足する

値として定義できる．ただし，Φz は標準正規分布の分

布関数である．

5. 数値シミュレーション時系列への適用

(1) 数値シミュレーションの方法

見かけ上の固有振動数が変動する時系列を模擬する

ために，固有振動数が周期的に変化する時系列を以下の

計算手順により作成する．いま，作成する時系列 y(m)

が，

y(m) = a1,my(m− 1) + a2,my(m− 2) + ε(m) (67)

で定義される 2次の時変AR過程に従うと仮定する．な

お，aj,m(j = 1, 2)は時点 mにおける j 次の AR係数

を表すとともに，ε(m) ∼ N (0, σ2
ε)である．このとき，

AR係数を

a1,m = (qm + q∗m) (68a)

a2,m = −qmq∗m (68b)

と設定することにより，式 (15)より式 (67)の Z変換後

の伝達関数は，

H(z,m) =
σε

1−
∑2
j=1 aj,mz

−j

=
σε

1− (qm + q∗m)z−1 + qmq∗mz
−2

=
σε

(1− qmz−1)(1− q∗mz
−1)

(69)

と変換できるために，qm，q
∗
m は Z座標系における極

となる．固有振動数を周期的に変化させるためには，Z

座標系における原点中心半径 l の円周上を極が周期的

に移動すればよい．すなわち

qm = l · exp(2πiγ(m)∆) (70a)

q∗m = l · exp(−2πiγ(m)∆) (70b)

と表現できる．さらに，

γ(m) = Aωsin

(
2π∆

ω
m

)
+Bω (71)
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(a) 時系列応答

(b) 瞬間パワースペクトル応答

図–1 数値計算により作成した時系列

とすることにより，固有振動数が周期 ω で Bω を中心

に振幅 Aω で変動する系からの時系列の実現値を作成

できる．ここでは，Z座標系で極が移動する円の中心

半径 l = 0.85，離散時間間隔∆ = 0.02sec，対象時間長

T = 6sec，総サンプル数M = 300，固有振動数の変動

周期 ω = 6sec，固有振動数の変動中心 Bω = 12.5Hz，

固有振動数の変動振幅Aω = 2Hz，誤差項の分散 σ2
ε = 1

を採用した場合を例として以下の議論を進める．図–1に

は作成した時系列応答と瞬間パワースペクトルP (f,m)

の時系列を示している．なお，瞬間パワースペクトルは

式 (35)より算出される理論値をコンター図として示し

ており，赤色に近づくほどパワースペクトル振幅が大き

くなっている．図中に赤色で示されるパワースペクトル

のピークが周期的に変動していることがわかる．なお，

適用に際しては初期時点m = 1の VAR係数 a1,1, a2,1

を有する 0.8sec分の時系列応答を初期値の推計に用い

ている．また，バーンインを 10,000回（s = 10, 000）

とし，その後の 20,000サンプル（s̄ = 30, 000）を事後

分布からの標本として記録した．

(2) TV-VARモデルの推計結果

図–1 に示した固有振動数が時間的に変化する数値

シミュレーション時系列に対して提案手法を適用し

た．推計結果として，VAR 係数の事後分布の期待値

â1(m), â2(m)を図–2(a)に，VAR係数の推計値より算

(a) VAR係数の事後分布の期待値

(b) 固有振動数の事後分布の期待値

図–2 TV-VARモデルの推計結果

(a) 瞬間パワースペクトル応答の推計値に基づく時間周波数

(b) 短時間フーリエ変換に基づく時間周波数

図–3 TV-VARモデルの推計結果

出した瞬間固有振動数 γ̂を図–2(b)にそれぞれ示す．な

お，各推計値の事後分布に対する Geweke検定統計量

はいずれも絶対値で 1.96以下であった．同図 (a)より

土木学会論文集A1（構造・地震工学）, Vol. 68, No. 3, 738-753, 2012.

746



表–1 数値計算への適用結果

変動周期 変動振幅 最大誤差 平均誤差

ω[sec] Aω[Hz] [%] [%]

6.0 2.0 5.01 1.70
6.0 1.0 4.21 0.95
6.0 0.5 5.38 1.64
12.0 2.0 4.13 0.88
3.0 2.0 6.44 2.03

VAR係数の事後分布の期待値 â1(m), â2(m)はともに

理論値 a1(m), a2(m)とよく一致していることがわかる．

また，同図 (b)に示す瞬間固有振動数についても事後分

布の期待値 γ̂は理論値 γと整合的である．瞬間固有振動

数に関する推計値と理論値の差は最大で 0.635Hzであ

るが，これは固有振動数の平均（12.67Hz）の 5.01%と

なっており，推計精度としては問題ないと考えられる．

図–3には VAR係数の推計値より算出した瞬間スペク

トル P̂ (f,m)に基づいく時間周波数，および代表的な時

間周波数分析の一つである短時間フーリエ変換に基づき

算出した時間周波数をそれぞれ示す．なお，短時間フー

リエ変換は 0.32secのウインドウを 0.1secずつ移動させ

ることで算出した．また，周波数分解能を 1Hz以上とす

るために，ウインドウにより切り出した各波形の最後に

それぞれ 0ベクトルを付加し 1.0sec分のデータとした

うえでフーリエ変換を行っている．図–3からTV-VAR

モデルの推計結果に基づき算出した瞬間パワースペク

トル P̂ (f,m)は，卓越振動数でのパワースペクトル振

幅に対して理論値のように安定した値を得ることはで

きなかったものの，短時間フーリエ変換と比較すると，

卓越振動数およびスペクトル形状を極めて整合的に評価

できることがわかる．本節で適用した 2次の TV-VAR

モデルでは 0.04secというごく短時間の周波数特性を評

価する一方で，式 (28)により各時点の VAR係数が関

係付けられているために，図–3(a)のように時間の経過

に対して比較的なめらかな周波数特性を得ることが可

能である．なお，短時間フーリエ変換でも，ウインド

ウ幅を 1sec程度まで大きくすることで，分析時間長の

短さに起因して発生する図–3(b)のような時間的な周

波数特性の不連続性を抑制できるが，この場合には逆

に周波数特性の変化を評価することは困難となる．

固有振動数の変動周期と振幅を変化させて，同様に

推計した結果を表–1にまとめる．なお，表中の固有振

動数の最大誤差は理論値と推計値の最大誤差を理論値

の固有振動数の平均で除した値を，平均誤差は理論値

と推計値の誤差の平均を理論値の固有振動数の平均で

除した値をそれぞれ表す．いずれの場合でも最大誤差

は 7%以下，平均誤差は 3%以下となっており，変動周

期，変動振幅によらず提案手法により固有振動数が変

動する時系列に対してその変動を精度よく評価できる

ことが確認できる．

6. 実橋梁への適用

(1) 適用データ

列車質量の付加に伴う橋梁の固有振動数の見かけ上

の低下量を実証的に明らかにするために，列車走行時

の実橋梁で多点同時計測した加速度応答に対して，提

案手法を適用する．対象とする橋梁は図–4に示す支間

長 22.25mの 2主 I桁鋼鉄道橋である．構造形式は標準

設計（達第 540号）に従っている．床版が設置されて

おらず，I桁上フランジ上に直接まくら木が設置してあ

るために，橋梁質量（27.8t）に対する列車質量（33.8t）

の比率は 121.6%と非常に大きくなっている．また当該

橋梁には起点側から 11m付近（支間中央付近）にレー

ルジョイントが存在する．なお，本研究で対象とした

橋梁は，著者等による既往研究により橋梁単独の固有

振動数が明らかにされている39)．本研究では文献39)を

参考に橋梁の鉛直 1次曲げモード（10.1Hz）に焦点を

絞り，これ以降の議論を進めることとする．なお，対

象とする橋梁の振動特性に関する詳細については参考

文献39)を参照されたい．

図–4には計測点配置も示している．片側主桁の上フ

ランジ上部に設置した 5台の圧電型加速度計で計測さ

れた応答は増幅器，AD変換器を介して 2kHzのサンプ

リングレートでノート PC に収録される．なお，5 台

の加速度応答の時刻は同期されている．以上の計測シ

ステムにより列車走行時の鉛直方向の加速度応答を計

測した．例として，1両編成の列車が 63km/hで通過

した際の 5つの計測点の加速度応答を図–5に示す．な

お，図–5は 50Hzのローパスフィルタ処理後の加速度

応答（自由度N = 5，離散時間間隔∆ = 0.02sec，対象

時間長 T = 10.0sec，総サンプル数M = 500）である．

図–5より列車車軸の通過に伴う振幅の増大を見てとる

ことができる．具体的にはレールジョイントが存在す

る支間中央付近を列車が通過するときに，列車から橋

梁に衝撃的な荷重が与えられるために橋梁の加速度応

答振幅が最大となる．この様子が 3.2sec付近と 5.4sec

付近で確認できることから，それぞれの時点で列車の

前後の車軸が橋梁中央付近を通過しているものと推察

できる．計測点により振幅が多少異なるものの，いず

れも同様の傾向を示している．同図に示す加速度応答

に対して，本研究では 2次の TV-VARモデル（p = 2）

を適用することとした．推計に際しては列車が進入す

る前の加速度応答 0.8sec分（図中の青色）を未知パラ

メータの初期値の学習用に使用した．また，バーンイ

ンを 10,000回（s = 10, 000）とし，その後の 20,000サ

ンプル（s̄ = 30, 000）を事後分布からの標本として記

録した．

土木学会論文集A1（構造・地震工学）, Vol. 68, No. 3, 738-753, 2012.

747



図–4 対象橋梁の諸元とセンサー配置

(a) 計測点 1 (b) 計測点 2

(c) 計測点 3 (d) 計測点 4

(e) 計測点 5

図–5 列車走行時の橋梁加速度応答（50Hzローパスフィルタ処理後）
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図–6 VAR係数の事後分布の期待値

図–7 瞬間固有振動数の推計値

(2) TV-VARモデルの推計結果

VAR 係数行列の推計結果の例として，AR 係数

Â1,m(3, 3), Â2,m(3, 3)の事後分布の期待値を図–6に示

す．なお，推計した全てのパラメータに関してGeweke

検定統計量は絶対値で 1.96を下回っていた．図–6より

列車の通過の影響が最も大きいと考えられる各車軸の

橋梁中央通過時点（3.2sec，5.4sec）付近で VAR係数

が大きく変動していることが確認できる．変動幅はAR

係数により異なるが，同じような傾向はほとんどのAR

係数で確認された．つぎに，VAR係数行列の事後分布

の期待値に基づいて式 (32)より算出した瞬間固有振動

数の推計値を図–7に示す．なお，固有モードはN × p

個の共役な固有値より算出されるために，5 つの振動

モードについて瞬間固有振動数がそれぞれ推計される．

文献39)より 10Hz付近のモード 1は鉛直たわみモード

である．15Hz付近は水平 2次たわみと鉛直 1次たわみ

の連成モードであるが，モード 3が主たるピークを，そ

れ以外のモードが裾野の形状をそれぞれ表している．こ

こでも 2次の TV-VARモデルを推計しているために，

各瞬間固有振動数は 0.04秒間という非常に短時間の固

有振動数を表している．一方で式 (28)により各時点の

VAR係数行列は 0.02sec前の VAR係数行列に依存し

て確率的に変動するために，特にモード 1で緩やかな

変動を有した瞬間固有振動数が推計されている．この

モード 1を取り出し，図–8に計測点 3の加速度応答を

合わせて示す．モード 1の瞬間固有振動数は車軸が橋

梁中央を通過する 3.2secと 5.4sec付近で見かけ上大き

図–8 瞬間固有振動数の変動

図–9 瞬間モード減衰比の推計値

く低下していることが確認できる．また，列車通過時以

外では多少のばらつきは存在するものの，同図にとも

に記載した橋梁単独の固有振動数 10.08Hz39)に近い約

10.20Hzとなっている．固有振動数が見かけ上大きく低

下する 2つの時点の最小値はそれぞれ 8.45Hzと 8.50Hz

となっており，橋梁単独の固有振動数 10.08Hzと比較

していずれも約 16%低下していた．また，同図には同

様の時系列波形を対象に（定常性を仮定して）VARモ

デルにより同定した橋梁の固有振動数を列車走行時の

平均的な固有振動数として赤線（9.57Hz）で示してい

る39)．固有振動数が見かけ上大きく低下する 2つの時

点の瞬間固有振動数はいずれも列車走行時の平均的な

固有振動数 9.57Hzを下回っており，定常性を仮定した

一般的な同定手法では列車走行時の局所的な固有振動

数の低下を精度良く評価できないことがわかる．なお，

TV-VARモデルの次数を変化させた場合でも固有振動

数の見かけ上の低下量がほとんど変化しないことを，4

次（p = 4），6次（p = 6）の TV-VARモデルを推計

することで確認している．固有振動数の見かけ上の低

下量と理論値との関係については次節 6.(3)で詳しく

説明する．

3.(2)で述べたように，TV-VARモデルを推計する

ことによって橋梁の瞬間固有振動数以外にも橋梁の振動

特性の時系列を得ることができる．一例として，モード

1の瞬間モード減衰比を図–9に示す．瞬間固有振動数

と比較して瞬間モード減衰比の変動は非常に大きくなっ

ている．また，列車通過前後のモード減衰比が 5%前後
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図–10 瞬間振動モード形の推計値

と一般的な鋼橋よりも高くなっている．瞬間モード減衰

比は振幅増大時に低下し，その直後に増加する傾向に

あることから加速度応答の振幅が大きな影響を及ぼし

ていると考えられる．このようなパラメータの変動は

共通のパラメータΣεで表現されているために，列車通

過前後のモード減衰比についてもその影響により大き

な値となっていると推測される．列車走行時のモード減

衰比は共振発生時の振幅に大きく影響する重要なパラ

メータであり，より精緻な評価は今後の課題としたい．

また，図–10には同じくモード 1の瞬間振動モード形

を示す．なお，モード振幅はそれぞれの瞬間モード形

で最大値が 1となるように基準化するとともに，支承

部のモード振幅は 0と仮定している．図–10より，瞬

間固有振動数が橋梁単独の固有振動数と近い 1～2sec，

7～10secで瞬間振動モード形が 1次曲げモードの理論

モード形（サイン半波）に近い値となっているが，列

車が橋梁上に位置する 2.5～6.5secにおいては理論モー

ド形から大きく逸脱した瞬間振動モード形が存在する

ことが確認できる．また，逸脱している瞬間振動モー

ド形も列車走行中で一定ではなく時間によりその形状

が異なっている．今後，このように算出した瞬間振動

モード形の時系列を初期値として利用した逆解析によ

り，走行列車の質量や拘束効果が橋梁全体系に及ぼす

影響について実証的に検討していくことも有益である

と考えられる．なお，これについては本研究の範疇を

大きく超えるために別の機会に発表することとしたい．

(3) 固有振動数の見かけ上の低下量

本節では列車走行時の橋梁の固有振動数の見かけ上

の低下量について検討する．6.(2)と同様の分析を同じ

構造形式を有する 4橋で実施し，車軸の通過に伴う固

有振動数の見かけ上の低下量を算出した．列車走行試

験は各橋梁につき 4回程度実施しており，走行した列

図–11 固有振動数の見かけ上の低下量

車の速度，型式を把握している．列車はすべて 1両編

成であり 1回の試験により前後の車軸が橋梁中央を通

過する 2時点で固有振動数が見かけ上低下した．それ

ぞれの時点で固有振動数の最小値を抽出し，インパル

スハンマー試験より各橋梁で同定した橋梁単独の固有

振動数との差を求めて，それを橋梁単独の固有振動数

で除した値を低下率と定義した．結果を図–11に示す．

なお，同図中には列車質量を付加質量として加えた固

有値解析により簡易に算出した理論的な低下率を併せ

て示している．固有値解析モデルと理論値の算出につ

いては付録 Iを参照されたい．

図–11には各橋梁ごとに，前方車軸通過時と後方車

軸通過時の低下率をそれぞれ示しているが，一貫した

傾向を読み取ることはできない．低下率は若干のばら

つきを有しているものの，前方車軸通過時と後方車軸

通過時の低下率の平均はいずれも 14%であった．また，

本研究で計測した列車走行速度の範囲（43～59km/h）

では列車走行速度との関係性は見られなかった．一方

で，固有値解析により算出した見かけ上の固有振動数

低下率は推計値と比較して 2.50倍と非常に大きくなっ

ており，列車走行時の見かけ上の固有振動数の低下現象

が単純な質量付加のみでは説明できないことがわかる．

列車質量以外の要因としては列車の振動特性の影響，

車輪とレールとの接触力の変動，過渡応答の影響など

があげられる．すなわち，1次たわみモードでは橋梁の

中央を車輪が通過した際に低下率が最大となるが，こ

のとき，車両振動などに伴い軸重が変動するような場

合には低下率が小さく評価される．さらに，橋梁に列

車質量が付加された状態を考えたとしても，実際には

橋梁応答が橋梁単体の応答から橋梁と列車質量を含め

た応答に変化するまでの間にはある程度の時間にわた

り過渡応答が存在すると考えられる．列車が常に移動

しており低下率が最大となる橋梁中央を通過する時間

がごく短いものであることを鑑みれば，橋梁の応答が

橋梁と列車質量を含めたものに変化する前の過渡応答

の状態で，より低下率の低い状態に列車が移動してい
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る可能性を指摘することができる．このような過渡応

答の影響に関しては，系の変化に対する応答の変化の

「遅れ」について検討する必要あるが，これまで蓄積さ

れてきた構造系の変化に関する知見の範疇を超えるも

のであり，今後の課題としたい．

このような理論値との差異，およびその要因につい

て今後の課題は存在するものの，TV-VARモデルによ

り本研究で明らかにした列車走行時の固有振動数の見

かけ上の低下率（平均で 14%程度，最大で 20%程度）

は，列車質量の影響が特に大きいと考えられる橋梁に

おける実測値として，一つのベンチマークになると考

えられる．

7. おわりに

本研究では実測応答に基づく固有振動数の見かけ上

の変化を抽出することを目的とし，時間領域における

同定手法の 1つである多変量自己回帰モデル（Vector

Autoregressive Model：VAR）に時間的変化（Time-

varying：TV）を許容した TV-VAR モデルを導出し，

階層ベイズ推計により未知パラメータを推計する手法

を構築した．その上で，はじめに提案手法を数値シミュ

レーション時系列に適用し，固有振動数の変化を精度

よく評価することが可能であることを確認した．つぎ

に，実際の列車走行時の橋梁加速度応答にTV-VARモ

デルを適用し，列車走行時の橋梁の固有振動数が実際

に見かけ上低下していることを確認した．列車走行時

の橋梁の見かけ上の固有振動数の低下率は本研究の対

象橋梁では平均で 14%，最大で 20%であった．一方で，

本手法により瞬間的な固有振動数のみならずモード減

衰比や振動モード形についても実測応答から推計でき

ることを示した．列車走行時の振動モード形の時間的

変化と列車荷重の関係，見かけ上の固有振動数低下率

における理論値と推計値の相違については，動的相互

作用を考慮した FEM解析を併用することで，構造系

の変化に対する応答の変化の「遅れ」に着目し，その

発生メカニズムを詳細に検討していく予定である．こ

れと同時に列車応答や振動特性と橋梁の振動特性の関

係を明らかにするために，橋梁のみならず列車の加速

度応答計測を実施し，橋梁・列車の同期加速度応答に

対してTV-VARモデルを適用するといった実証的アプ

ローチも有効であると考えられる．一方で，本研究で

は瞬間固有振動数に焦点を絞って議論を行ったために，

瞬間モード減衰比に見られた振幅に依存した（振幅増

大時に減衰比が 0近くなるような）推計値の偏りにつ

いて詳細な分析を実施していない．振幅に依存したバ

イアスは誤差項の分散共分散行列に課された定常性の

制約に起因して生じたものと考えられる．これに対し

(a) 橋梁単独モデル

(b) 列車質量付加した橋梁モデル

図–12 固有値解析モデル

て筆者らは現在，分散共分散行列が時間経過に伴って

確率的に変動する Heteroscedastic-TV-VARモデルを

構築し，その有効性について検討している．最後に，本

研究の成果により，既存の載荷時固有振動数の設定お

よび剛性の下限値5),6)が基本的に安全側である可能性

が示唆された．今後，より実現象に即した載荷時剛性

の評価式や剛性の下限値を提案するために，高速走行

時や共振発生時を対象とした固有振動数の見かけ上の

低下率，および速度や列車種別との関係を明らかにす

ることが不可欠である．

謝辞：本研究の一部は日本学術振興会「特別研究員奨

励費」によって実施された．ここに記して感謝の意を

表する．

付録 I 固有値解析

6.(3)で理論値を算出するために，本研究では図–12

に示す有限要素モデルの固有値解析40)を利用した．な

お，橋梁単独の有限要素モデルは桁のみを単純梁（橋

軸方向に 15分割）としてモデル化し，対傾向について

は剛体要素を用いた．有限要素モデルの諸元は図–4を，

橋梁質量は設計時に算出された 27.82tを用いた．本モ

デルの固有値解析結果は 10.10Hzであり，対象とした 4

橋でインパルスハンマー試験により同定した固有振動数

（橋梁 1：10.10Hz，橋梁 2：10.08Hz，橋梁 3：10.07Hz，

橋梁 4：10.18Hz）と精度よく一致することを確認して

いる．この有限要素モデルの径間中央を中心として橋

軸方向に 1.05mずつの地点に質量を付加することで列
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車質量を表現した（図–12(b)）．質量付加の位置（間

隔 2.1m）と大きさ（8.47t）は通過した列車の諸元に基

づいている．なお，乗客の有無は考慮していない．列

車質量を付加した有限要素モデルの固有値解析結果は

6.67Hzであり，橋梁単独の場合の結果から理論的な低

減率 0.336を算出している．
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HIERARCHICAL BAYESIAN ESTIMATION OF TIME VARYING VECTOR

AUTOREGRESSIVE MODEL

Kodai MATSUOKA and Kiyoyuki KAITO

When a train runs on a bridge, the natural frequency of the bridge decreases apparently due to the effect
of the mass of the train. However, there have been no researches that discussed this effect based on actual
measurement data. In this study, the authors formulate a TV-VAR model in which the VAR coefficient
of a vector autoregression model changes with time stochastically, in order to evaluate the decline in the
apparent natural frequency of a bridge at the time of train passing, and then develop an estimation method
for unknown parameters based on the hierarchical Bayesian method. By applying numerical calculation
results and the actual acceleration response of the bridge at the time of train passing, it was found that
(1) the proposed method can evaluate the change in natural frequency accurately, (2) apparent natural
frequency decreases actually in the bridge at the time of train passing, and (3) the decrease amount is 14%
on average, 20% at a maximum for the target bridge of this study.
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